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Etude locale des torseurs sous une courbe elliptique 

Jilong Tong 

Abstract 

This article concerns the geometry of torsors under an elliptic curve. Let Ok be a 
^^ I complète discrète valuation ring with algebraically closed residue field and function field 

K. Let vr be a generator of the maximal idéal of Ok, and S = Spec(C'i<-). Suppose that 
we are given Jk an elliptic curve over K, with J the connected component of the S'-Néron 
model of Jk- Given Xk/K a torsor of order d under Jk, let X be the S*- minimal regular 
proper model. Then there is an invertible idéal X C Ok such that I'^ = irOx C Ox- 
Moreover, there exists a canonical morphism q : Pic^/^ — > J which induces a surjective 
. map q{S) : Pic°(X) — )• J{S). The purpose of the article is to prove this last morphism q{S) 

s-/ I is compatible with respect to the X-adic filtration on Pic°(X), and the vr-adic filtration on 

■^ ■ J{S)- As a byproduct, we obtain "Herbrand functions", similar to those Serre used in his 

,^ . description of local class fields (|12|). 

Introduction 

Soit Ok un anneau de valuation discrète complet, à corps résiduel k algébriquement clos de 

^ ' caractéristique p > 0, à corps des fractions K, et soit n G Ok une uniformisante de Ok- Notons 

^N , S = Spec(C'x), avec s le point fermé. Soit Jk une courbe elliptique sur K, et soit J\f son 5-modèle 

de Néron, J = J\f° sa composante neutre. Donnons-nous par ailleurs un torseur Xk sous Jk d'ordre 

f^ ■ d, et soit X le S'-modèle propre minimal régulier de Xk- En général, X n'est pas cohomologiquement 

ly-^ . plat (en degré 0) sur S (z. e., le morphisme canonique k — >• l^{Xg, Og) n'est pas un isomorphisme) , en 

^P \ particulier, son foncteur de Picard Pic^/^ n'est pas représentable, même par un espace algébrique. 

On montre dans |10| qu'il existe un épimorphisme (pour la topologie fppf) de foncteurs en groupes 

naturel q : Pic^/^ — > J qui prolonge l'isomorphisme de bidualité sur la fibre générique. De plus, le 

pgcd des multiplicités des composantes irréductibles de Xg est d (j2.1.2p . il existe donc un faisceau 

inversible d'idéaux X de Ox tel que X'^ = 'kOx C Ox- Le but de cet article est d'étudier les faisceaux 

C^ ' inversibles sur X en relation avec la filtration X-adique, et ensuite de montrer que le morphisme q 

ci-dessus est compatible avec la filtration X-adique sur Pic^;^(5), et la filtration vr-adique sur J{S). 

Tout ceci se dit agréablement sur les réalisations de Greenberg de Pic^/^ et J. Cette étude conduit 

aussi à des fonctions de Herbrand, analogues à celles rencontrées par Serre ([12]) dans la description 

du corps de classes local. 

1. Rappels sur le foncteur de Picard et le foncteur de Greenberg. 

On rassemble ici des résultats bien connus concernant le foncteur de Picard. De manière générale, 
pour X un schéma, on note (Sch/X) la catégorie des X-schémas. 

1.1 Rappels sur le foncteur de Picard. 
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1.1.1 Soit / : X — )• s* un morphisme propre, notons 

Picx/s ■■ (Sch/5) -^ 2lb 

le foncteur de Picard de X/S, c'est-à-dire, le faisceau fppf associé au préfaiseau S' >—^ Pic(X X5 S"). 
C'est aussi le faisceau étale associé au préfaisceau S' 1— > Pic(X xg S') ([TU] 1.2). 

1.1.2 Supposons jusqu'à la fin de la section ^1. li gue / est propre et plat. En général, le foncteur 
Picx/5 n'est pas représentable (même par un espace algébrique), et il est représentable par un 5- 
espace algébrique si et seulement si X/S est cohomologiquement plat (en degré 0), i.e., si la formation 
de fifOx commute aux changements de base quelconques S' — )• S. Bien que le foncteur Pïcx/s n'est 
pas représentable, il possède une jolie présentation par des ^-espaces algébriques. Pour cela, il nous 
faut d'abord rappeler la notion de rigidificateur. 

Définition 1.1.3 ([T] 8.1/5) Soit i -.Y ^^ X un S-sous schéma fermé avec Y fini plat sur S. On 
dit que (Y, i) est un rigidificateur de Ficx/s ■'^ ^'^ condition suivante est remplie : pour tout S-schéma 
S' , si i' -.Y' ^ X' désigne le morphisme déduit de i par le changement de base S' — )■ S, l'application 

r{i'):TiX',Ox')^TiY',OY') 
est injective. 

1.1.4 Sous l'hypothèse de ll.l.ll et de ll.1.21 le faisceau Picw^ possède toujours un rigidificateur 
( |10| proposition 2.2.3 (c)). Supposons donné (Y, i) un rigidificateur de Pïcx/Si st pour tout S'-schéma 
S', on appelle un faisceau inversible sur X' = X XgS' , rigidifié le long du rigidificateur Y', un couple 
(C,a), où C est un faiscau inversible sur X', et a : Oy — i'* C- est un isomorphisme (autrement dit, 
a est une trivialisation de i'*C). Un isomorphisme entre deux faisceaux inversibles rigidifiés (£, a) et 
{M, 13) sur X' est la donnée d'un isomorphisme de Ox'-inodules tt : £ — >• Al tel que le diagramme 
suivant soit commutatif : 

i'*C — ^i'*M- 



Oy> 



1.1.5 On note (Picx/s,^)(<S'') l'ensemble des classes d'isomorphisme de faisceaux inversibles 
sur X', rigidifiés le long de Y' . Pour S' variable dans la catégorie des S'-schémas Sch/5, l'application 
5" I— 7> (Picx/5, ^)(»S") définit un foncteur en groupes commutatifs (Picw^ji^), appelé le le foncteur 
de Picard de X/S relatif au rigidificateur Y. Concernant la représentabilité de (Plcx/s,^), on ^ 

Théorème 1.1.6 ( |10| théorème 2.3.1 et corollaire 2.3.2) Le foncteur (Picx/5,^) ^si repré- 
sentable par un S-espace algébrique en groupes, localement de présentation finie sur S. De plus, si 
X/S est une courbe, le S-espace algébrique (Picw5,^) sst lisse sur S. 

1.1.7 On a un morphisme de faisceaux en groupes r : (Picx/Si^) ~^ Picx/5, l^i au couple 
{C,a) associe l'image de C dans Picx/s'(5''). Etale localement, tout élément de Picx/5(5") peut être 
représenté par un faiseau inversible sur X' (jl.l.ip , le morphisme r est donc un épimorphisme pour la 
topologie étale. Pour étudier son noyau, notons Vx (resp. Vy) le faisceau abélien fppf sur (Sch/S*), 
donné par S' ^ r{X',Ox')* (resp. S' ^ r(y', Oy/)*). Par définition de rigidificateur (ITX3]) . le 
morphisme naturel VJ — )■ Vy est injectif. Posons u le morphisme défini de la façon suivante (pour 
S' un S-schéma) : 

u:V^^ {Ficx/s,Y), a G V?(5') = TiYs>,0*y^,) ^ (Ox^,,a„) G (Pic;,/c„y)(50 
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où Oa '■ OYa, ~^ ^Ys' ~ ^^ >\y ^^^ ^^ multiplication par o. Clairement, im(M) C ker(r). On obtient 
ainsi un complexe de faisceux fppf sur S : 

V^ y; ^ (Picx/s, Y) ^-^ Picx/5 , 

qui est exact pour la topologie étale ( |10) 2.1.2(b) et 2.4.1). De plus, le morphisme r est formellement 
lisse au sens de Grothendieck ([3] EGA IV, 17.1.1). Rappelons que les deux premiers membres du 
complexe ci-dessus sont représentables par 5'-schémas, et le schéma X/S est cohomologiquement 
plat (en degré 0) si et seulement si VJ est un S-schéma plat, et en fait lisse. 

1.2 Modèle de Néron et foncteurs de Picard. 

1.2.1 Soit f : X —^ S une courbe propre et plate (à fibres géométriques connexes). Notons 
P (resp. (P,i?)) le sous-foncteur (ouvert) de Picx/s (resp. (Pic^/S;-^)) consistant en les faisceaux 
inversibles de degré total (resp. les faisceaux inversibles rigidifiés le long R de degré total 0). 
Alors, (P,-R) est un sous-espace algébrique ouvert de (Picwgjiî), et P (resp. (P,iî)) est l'adhérence 

schématique de (Picx/s) j^ (resp. (Picx/s^ ^)k) dans Pic^/s (resp. dans (Picx/s^ ^))- Notons E 
l'adhérence schématique de l'élément neutre de Pk dans P, et définissons Q comme le quotient fppf 
de P par E. C'est le plus grand quotient séparé de P. Il est représentable par un schéma en groupes 
séparé et lisse sur S ([lOj théorème 3.3.1). On désigne par q le morphisme canonique P — >• Q, qui est 
donc surjectif pour la topologie fppf. 

Théorème 1.2.2 (^Tj 3.7) Gardons les notations ci-dessus, et supposons de plus X régulier, et 
f*Ox = Os- Alors, le schéma en groups Q/S est le modèle de Néron de Px = Pi^x /k- 

1.2.3 Notons J = Q° la composante neutre de Q. Comme Ok est complet à corps résiduel 
algébriquement clos, d'après un résultat de S. Lang (théorème 1.1, (3]), le groupe de Brauer de K 
est nul. Il en résulte que tout élément de Picx/si^) peut se représenter par un faisceau inversible 
sur Xk- Par suite, le morphisme naturel q{S) : Pic^/^(5) — t- J{S) est surjectif (9.6 de [T]). 

1.3 Foncteur de Greenberg et foncteur de Picard 

1.3.1 Soit G un schéma en groupes lisse de type fini sur S. Les foncteurs de Greenberg nous 
permet de construire un k-groupe pro-algébrique (:= un pro-objet dans la catégorie des /c-groupes 
algébriques). Rappelons d'abord brièvement cette construction. Notons W l'anneau de Witt du 
corps k, et W le foncteur de Witt sur la catégorie des fc-algèbres Alg//c. Soit n G Z>i, notons 
OK,n = Ok/t^^ ■ Alors OK,n est canoniquement un 1^-module de longueur finie. On définit Gr„(G) 
comme le faisceau fpqc sur Alg/fc associé au foncteur A i— t- G{OK,n 'S)w W(^)). D'après Greenberg 
([2]), ce faisceau est représentable par un A;-schéma en groupes lisse de type fini. Pour chaque entier 
n > 1, le morphisme canonique d'anneaux OK,n+i —^ OK,n induit un morphisme lisse de k-schémas 
en groupes a„ : Gr„_|_i(G) — )• Gr„(G), dont le noyau est un groupe unipotent connexe sur k. De plus, 
le morphisme de groupes canonique G{OK,n) — ^ Gr„(G)(A;) est un isomorphisme. Sous cette iden- 
tification, le morphisme a{k) : Gr„4.i(G)(fc) — > Gr„(G)(A;) s'identifie naturellement au morphisme 
canonique G(Ox,n+i) —^ G{OK,n)- Les fc-groupes algébriques Gr„(G) forment un système projectif 
{(Gr„(G), an)}n>i de la catégorie des A;-groupes algébriques, dont les morphismes de transition sont 
tous lisses à noyau connexe. 

1.3.2 Soit / : X — 7- 5* une courbe propre, telle que f{X) = {s}. Alors si X 7^ 0, X/S n'est 
jamais plat, et les foncteurs de Picard Picx/5 et Pic^;^ (:= le sous-foncteur ouvert de Picx/s 
formé des faisceaux inversibles de degré sur chaque composante irréductible de X) ne sont pas 
représentables. Néanmoins, comme l'a montré Lipman (|6]), la réalisation de Greenberg de Picx/s 
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(resp. de Pic^/^) est représentable par un A;-schénia en groupes lisse. Plus précisément, comme Ok 
est naturellement une W = M^(A;)-algèbre, on trouve que X possède une structure de W^-scliéma 
propre. On pose Gr(Picx/5) (resp. Gr(Pic^/g)) le faisceau fpqc associé au foncteur 

Alg/A;^2tb, A^Vic{X®wW{A)) {resp. A ^ ¥ic° {X ®w W {A))) . 

Théorème 1.3.3 ([6|) Le foncteur GiiViCxi s) (f^sp. Gr(Pic^/_5.)J est représentable par un schéma 
en groupes lisse sur k (resp. par un schéma en groupes lisse connexe sur k), qui est de dimension la 
longueur du W -module H^(X, Cx)- De plus, le morphisme canonique 

Pic(X) ^ Gr(Picx/s)(A:), (resp. Pic°(X) ^ Gr(Pic3,/5)(A:)) 

est un isomorphisme. 

2. Fonctions de Herbrand 

Gardons les notations précédentes. Soit f : X ^ S une 5'-courbe propre plate, telle que les 
conditions suivantes soient remplies : (i) f*{Ox) = Os', (ii) Xk est une courbe géométriquement 
intègre lisse de genre arithmétique 1 [i.e. h^{XK,OxK) — 1) j (iii) -^ ^st une surface régulière 
minimale sur S. En particulier, Xk est un torseur sous sa jacobienne Jk. Soit Xg = Yll=i^i^i 1^ 
décomposition de Xg en composantes irréductibles réduites, et notons d le pgcd des rij. On désigne 
par D le diviseur 

i=l 

et notons I l'idéal Ox{—D). La fibre spéciale Xk est donc définie par I = ttOx C Ox- Pour tout 
n G Z>i, on note Xn le sous-schéma fermé de X défini par l'idéal Z" C Ox- Le but de ce numéro 
est d'étudier la variation de n i— ?> h^{X, Ox„) {'■= la longueur de O/^-module H^(X, Ox„))- ^ 

2.1 Etude du faisceau dualisant 

2.1.1 Commençons par un résultat classique. 

Lemme 2.1.2 Notons di l'ordre du torseur X^ dans H"'^(Spec(Er), J;^), d2 le minimum des degrés 
des extensions K' de K telles que X{K') ^ 0, et ds le minimum des multiplicités des composantes 
irréductibles de Xg. Alors di = d2 = d^ = d. 

Démonstration. Pour n € Z>o un entier positif, le torseur n ■ Xk est isomorphe à la composante 
irréductible Pic^/^ de Fïcxj^/k formée des faisceaux inversibles de degré n. Par suite, le torseur 
n ■ Xk est trivial si et seulement si Pic^/^(-fC) 7^ 0. Or Ok est strictement hensélien à corps résiduel 

algébriquement clos, on a Bt{K) = (fLOI) . Par suite, Pic^2/^(K) = Pic'^^iX) ^ 0. Soit Ek C Xk 
un diviseur de degré d2, et notons S son adhérence schématique dans X. Alors d2 = S-X^ = d-'E-D 
est divisible par d. Clairement, on a di\d2. Par ailleurs, comme Ok est strictement hensélien, pour 
chaque i, on peut trouver un diviseur positif (de Cartier relatif) Aj de X/S de degré m (|I]). Une 
combinaison convenable nous fournit un diviseur A' de degré d de Xk- Or Xk est une courbe de 
genre 1, et d > 1, on en déduit que h^{XK,OxK{^'K)) ^ 0. Il existe donc un diviseur positif Ak 
de degré d de Xk linéairement équivalent à A^. Par suite Ak est intègre, i.e., Ak = {x} avec 
X G Xk un point fermé de degré d. D'où d2 < d, et on a donc d = di = d2. Soit maintenant 
X G Xk un point fermé de degré d, notons A = {x} l'adhérence schématique de {x} dans X. Alors 
A • Xs = d{A ■ D) = d. Donc A r\ D = {y}, et D est régulier en y. Notons Di la composante 

1. Une partie de résultats de cette section a été rédigée dans [5]. 
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irréductible de D telle que y (^ D, alors D est de multiplicité d dans Xg, d'où d = d^. Ceci termine 
la démonstration. D 

Remarque 2.1.3 Soit Y C X un. diviseur effectif plat de degré d sur S (dont l'existence est 
assurée par 12.1.2p . Notons que Y est nécessairement intègre régulier, et coupe transversalement 
une unique composante Ci, de multiplicité 1 dans D. Alors Y ^^ X est un rigidificateur pour le 
foncteur de Picard Ficx/s- ^^^ ^^i^, d'après 2.2.2 de jT^, il suffit de vérifier l'injectivité du morphisme 
canonique IL^{Xs, Oxs) ~^ H''(1^, Oys)- Montrons par récurrence sur n que le morphisme canonique 
}î^{Xn,Ox„) ~^ H*'(y„,Oy^) est injectif (où Yn := Y H Xn)- Commençons par le cas où n = 1 : 
d'après [2.1.101 ci-après, on sait que H''(Xi, Oxi) = k. Soit e G H^(Xi, Oxi), alors e est une fonction 
globale de Xi qui est constante. Par conséquent, l'image de e dans H''(Y'i, Oy^) est nulle si et 
seulement si e = 0, autrement dit, le morphisme }î^{Xi, Oxi) -^ H'^(^i) C'y-^) est injectif. Supposons 
ensuite l'assertion ci-dessus vérifiée pour n = uq > 1. Partons du diagramme commutatif à lignes 
exactes suivant : 

X"o Ixi C'x„,+i Ox„, . 



-^ \y^ ^ 'nn + 1 '-nn 



On voit qu'il suffit de vérifier l'injectivité du morphisme H''(Xi,Z""|xi) — ^ H°(Yi,X"''|yj). En vertu 
du lemme [2.1.10| on peut supposer X"'°\x^ — C'xi, auquel cas on peut identifier le morphisme de 
gauche au morphisme canonique H*'(Xi, Oxi) -^ H^(yi, Oy^) qui est injectif d'après ce qui précède. 
D'où l'assertion. 

2.1.4 On note ujx/s — f'^S le faisceau dualisant relatif sur X/ S. Pour tout n > 0, notons ujn 
le faisceau dualisant sur X„. Donc a;„ = {Ox{nD) (^uix/s) \x„- 

Lemme 2.1.5 Pour tout i = 1, • • • , r, on a ujx/s ■ Q = 0. 

Démonstration. Comme u:x/s\Xr, — C'x^, on a oJx/s ' ^s = ^: *-e., l^[=i 't-j (^x/5 ' Ci) = 0. En 
particulier, si r = 1, le lemme en résulte. Supposons r > 2, puisque Ci ■ X^ = 0, on obtient que 
Ci- Ci < 0. Si LOx/s • Cj < 0, puisque 2g{Ci) - 2 = {lox/s + Ci) ■ Ci > -2, on a donc g{Ci) = 0, 
Ci -Ci = —1. Ceci contredit le fait que X/S est une surface régulière minimale. Donc {oJx/s 'Ci) > 0, 
il en résulte que u^x/s • Q = pour tout i. D 

Corollaire 2.1.6 // existe un unique entier n, < n < d, tel que ujx/c — ^^■ 

Démonstration. Puisque ^x/s\x,, — C'x^i ^x/s ~ ^xO^), avec Y un diviseur de X à support dans 
Xk- Par suite, Y est une combinaison des Q. Or d'après le lemme précédent, Y ■ Ci = 0, on. obtient 
Y ■ Y = 0, par suite, Y est un multiple rationnel de X^, c'est-à-dire, Y est linéairement équivalent 
à nD avec < n < d. Le corollaire s'en déduit. D 

Corollaire 2.1.7 Supposons que f possède une section s, définie par le faiceau d'idéaux J , et soit 
uj = J I j'^ , on a un isoniorphisme canonique lOxic — f*^- 

Démonstration. Par l'hypothèse, le torseur Xk possède un point rationnel, il est donc trivial en 
tant que torseur sous Jk- En vertu du lemme [2.1.2| on a donc d = 1. Par conséquent, cox/c — ^x 
(corollaire 12. 1.6p . et le morphisme canonique f*f*ujx/c ~^ ^x/c est un isoniorphisme. Par ailleurs, 
on a des isomorphismes canoniques : Os — {fs)'Os — s'(ùjw5)[— 1] ~ s*ujx/s ® ^^- Donc uj ~ 
s*(^x/s - s*f*f*u}x/s - f*^x/s. d'où l'isomorphisme canonique f*u: ~ f*f*{uJx/s) - ^x/s- □ 
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2.1.8 Dans le cas général où / n'a pas nécessairement de section, on peut considérer le S- 
modèle propre régulier minimal /' : X' — )• 5* de X'j^ = Pic^ /^. Par suite, /' possède une section 
canonique e (= l'adhérence schématique de l'élément neutre de X'j^ = Jk dans X'). Son faisceau 
dualisant est f'*oj (avec u défini par la section e de X'/S, voir I2.1.7|) . On peut retrouver oJx/Si ^ 
partir du faisceau w, en utilisant certains invariants numériques de X/ S. On renvoie à la section 122] 
pour plus de détails. 

2.1.9 Le lemme suivant est très utile dans la suite. On trouvera une preuve dans [8]. 

Lemme 2.1.10 ([8], page 332) Soit L un faisceau inversible sur X\, de degré sur chaque com- 
posante. Alors, si H°(Xi,L) ^ 0, on a L ^ Ox^, et H°(Xi, Ox^) ^ k. 

2.1.11 Soient n > 2 un entier, et L un faisceau inversible sur X, de degré sur chaque 
composante de Xi. Considérons la suite exacte suivante : 

0^Ox(-I))|(„-l)D^OnD^OD^0, (1) 

en tensorisant par L^ ® uJx/s{''^D)^ on obtient une suite exacte : 

— ;> L^ (g) UJn~l -^ L"^ (^ iOn ^ L'^ UJnlo ^ 0. 

D'où une suite exacte 

^ hO(X„_i, L^ C5 con-i) ^ h0(X„, L^ ® a;„) ^ hO(Xi, L^ ® a;„|^). (2) 

Par conséquent, on a 

/i°(X„_i, L^ (g) a;„_i) < h°{Xn, L"" ® w„) < /i°(X„_i, L^ ® w„_i) + 1. 

Lemme 2.1.12 Gardons les notations ci-dessus. Alors, ou bien ojn — L\x„, auquel cas H''(Xi,L^(8i 
Wnlz)) ^ k et le complexe ^ est exact à droite; ou bien ojn ^ Mxn, auquel cas le morphisme 
canonique 

HO(X„_i, L^ (g) w„_i) ^^ H0(X„, L^ » w„) 
est bijectif. 

Démonstration. Supposons d'abord a;„ ~ L\xn- Alors la suite exacte ([2]) se réécrit sous la forme 
suivante : 

qui est aussi la suite exacte longue déduite de la suite exacte courte ([T]). D'après le lemme [2.1.10| on 
a ïl^{Xi, Oxi) — k, i.e., les fonctions globales de Xi sont les fonctions constantes sur Xi. Donc tout 
élément de îi^{Xi, Oxi) peut se relever en un élément de ïl^(Xn, Ox„)- Par conséquent, le complexe 
([3| (et donc le complexe (|2|)) est exact à droite, d'où la première assertion. Ensuite, supposons 
ujn ^ L\XnJ auquel cas, même si {uJn'^L'^)\xi ~ Cxi, une section non nulle de {uJn'SL'^)\xi ne peut 
jamais se relever en une section de uJn®L'^\x„, (sinon uJn^L'^\x„ serait trivial). Donc le morphisme 
canonique 



HO(X„_i, L^ (g) w„_i) ^-- H0(X„, L 



V 



>UJ„ 



est bijectif. D 

2.1.13 Soit n > 2 un entier, alors le noyau du morphisme surjectif Pic(X„) — >■ Pic(X„_i) est 
un Oi<--module de longueur finie annulé par p. Plus précisément, considérons l'immersion fermée 
Xn~i '^^ Xn, son idéal de définition est l'idéal cohérent 91 := Z"~^/Z" C Ox„- Le faisceau ^ est 
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nilpotent (en fait, 9T^ = 0), on a donc une suite exacte : 

o^i + m^o*x ^0*x , ^ 0. 

Comme X„ est de dimension 1, la cohomologie H^(X„, 1 + îri) ~ H^(X„, OT) est nulle. D'où une suite 
exacte longue : 

H0(X„_i,O^_J ^l^Hi(X„, 1 + OT) -Pic(Xj ^^Pic(X„_i) -0 . (*) 

D'autre part, à partir de la suite exacte suivante : 

on obtient une suite exacte longue (rappelons que H^ (X„ , *JI) = 0) : 

H0(X„_i,Ox„_J^— Hi(X„,9T) -Hi(X„,OxJ^^Hi(X„_i,Ox„_J -0. 

Par ailleurs, comme 91^ = 0, le morpliisme x i— )• 1 + x définit un isomorphisme de faisceaux abéliens 

/3 : 01 ^ 1 + 01. 
On a alors le résultat suivant : 

Lemme 2.1.14 (Dévissage d'Oort, [9] § 6 proposition) Gardons les notations ci-dessus, alors 
/3(im(9)) =im(a*). 

2.1.15 Par conséquent, ker(a) ~ coker(9) (comme faisceaux abéliens). Comme OT = Z"~^/X" 
est un Ox-module annulé par p, on en déduit que ker(a) ~ coker(9) est un Ox-module de longueur 
finie tué par p. Ceci étant, notons d' l'ordre du faisceau inversible I\xi, alors pour n > 2, l'ordre 
de î|x„ est de la forme d'p . Par ailleurs, puisque IIxk ~ ^x^i d'après le lemme 6.4.4 de |10j , 
pour 771 € Z assez grand, le faisceau inversible I\x,n est d'ordre d. Donc, d = d'p^ avec r > 
un entier convenable. Pour i = 0, • • • , r, soit nii le plus petit entier n tel que I\xn soit d'ordre 
d'p^. On pose aussi (j){n) = h^{X, Ox„) la longueur du Ox-module H^(X, Ox„)- D'après |2.1.12| on a 
(j){n) > (j){n—l). De plus, (j){n) > 0(n — 1) si et seulement si ujn — Ox„: auquel cas 0(n) = i;^(n— 1) + 1. 
On déduit du lemme [2.1.141 1e corollaire suivant : 

Corollaire 2.1.16 Soit n > 2 un entier. Alors ou bien 4>{n) = (j){n — 1), auquel cas le morphisme 
a : Pic(X„) — > Pic(X„_i) est un isomorphisme ; ou bien (j){n) = (p{n — 1) + 1, auquel cas ker(a) est 
un OK-fnodule de longueur 1, et donc un k-espace vectoriel de dimension 1. 

Lemme 2.1.17 Gardons les notations de \2.1.lR Alors : 

(i) Pour ï = 0, • • • , r, cj^- est trivial. 

(ii) Il existe un entier ki > tel que mj+i = m-j + kid'p^ . 

(m) Les entier n € [mj,mj+i], pour lesquels on a 4>{n) = (f)(n — 1) + 1 sont ceux de la forme 
n = rrii + hd'p^ avec h entier. 

Démonstration. Soit n > 1 un entier tel que l'ordre de I\xn soit différent de celui de Xx„_i, alors le 
morphisme canonique Pic(X„) —s- Pic(X„_i) n'est pas un isomorphisme. Par suite, (j){n) = (p{n — l) + 
1, et le morphisme H^(X„,C'x„) — ^ H^(X„_i, Ox„_i) a un noyau de longueur 1 (corollaire 12 . 1 . 1 6| . 
Reprennons la suite exacte (|2|) de 12.1.11] Par dualité, le morphisme injectif H^(X„_i,a;n-i) -^ 
}î^{Xn,u}n) a donc un conoyau non trivial. D'où Un — Ox„ (lemme [2. 1.12p . Pour (ii), rappelons que 
ujrm = uJx/si''^iD)\xm- ) et d'après I2.1.6| il existe un entier n (1 < n < d — 1) tel que cox/s ~ ^"- 
Notons Cm ■■= u:x/s{mD), alors C^ ^ X"—. Or u^^^, = C^,^, \x^^^^ = 2:"-™'+^ \x^^^^ ^ Ox^^^^ ■ 
Par suite w^^+Jx^^ = 2:"-™"+i |x,„^ ^ Ox^^- Puisque ujm, = 2:"-""Hx„^ ^ Ox,„^, il en résulte 
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que X™''~™'*+i|x„. — CXm) il existe donc un entier ki > tel que mj+i = ttij + kid'p^. Le même 
raisonnement nous donne aussi que, pour rrij+i > m, > ?tt,j un entier tel que (f){m) > (p{m — 1), il 
existe un entier < h < ki vérifiant n = ttt-j + hd'p^. Réciproquement, soit m un entier de la forme 
m = rrii + hd'p^ (avec < /i < /cj), prouvons que (j){m) > (j){m— 1). On peut supposer que m < rrij+i, 
donc I\xni ^st d'ordre d'p^. Compte tenu de l2.1.12| il suffit de montrer que ujm — Oxm- 0^' 

■i—hd'p' ' 



An 



, , _, -7-71— m -7-71- 

'7-71— mi-i-i+mi+i— n— /id'p' I 

~ Ox 
Cxm- et I\x„i est d'ordre d'p*. Ceci finit la démonstration. 



D 



2.1.18 Définissons la fonction ip : R>o -^ R.>o telle que son graphe soit l'enveloppe concave 
de l'ensemble {{n,(j){n)) \ n G Z>o} C R^. Alors (f est une fonction continue strictement croissante, 
et linéaire par morceaux. De plus, (p{0) = 0, et (p{l) = 1. Notons tp : R>o -^ R>o son inverse. 
Donc, ■0 est encore continue, et linéaire par morceaux. Pour tout entier n > 1, ^(n) est le plus 
petit entier m > 1 tel que (p{m) = n. Si l'on note d„ l'ordre de faisceau inversible I\x^,^-., alors 
ip{n + 1) = ^l^{n) + dn (lemme I2.1.17p . et pour tout m G Z tel que ■ip{n) < m < ^(^{n + 1), le 
morphisme de groupes Pic(Xm) — > Pic(X^(„)) est un isomorpshime (corollaire 12. 1. 16]) . Les fonctions 
ip, ip : Z>i —^ Z>i nous donnent des fonctions de Herbrand, tout à fait similaires à celles de Serre 
dans sa description du corps de classes local |12] . 




1 l+dl l+2di 



2.1.19 On termine ce numéro avec certains corollaires de l2.1.12| qui nous seront utiles dans la 
suite. Le premier corollaire résulte directement de 12. 1.12] par dualité. 

Corollaire 2.1.20 Soit L un faisceau inversible sur X, de degré sur chaque composante de Xi, et 
soit n un entier > 2. Alors on a h^{Xn-i,L) < h^{Xn,L) < h^{Xn-i,L) + 1. Déplus, h^{Xn,L) = 
h^{Xn~i, L) + 1 si et seulement si L\x„ — w„ 

Corollaire 2.1.21 Soit L un faisceau inversible sur X, de degré sur chaque composante de Xi, et 
soit n un entier > 1. Alors si la flèche }i^{X, L) -^ H^(X„, L) n'est pas bijective, il existe un entier 
m > n tel que V^ ® uJm soit trivial sur Xm- 
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Démonstration. Notons que la flèche }1^{X,L) — )■ H^(X„,L|x„) est surjective, et que H^(X, L) = 
lim î{^{Xm,L\x^)- Pour que la flèche ne soit pas bijective, il faut et il suffit qu'il existe m > n 
tel que î{^(Xm,L\x^) — >■ H^(Xm_i,L|x„_i) ne soit pas injectif. Par dualité, ceci équivaut à dire 
que le morphisme injectif Il^{Xm-i,L'^ (8) Um-i) -^ H-^iXmjL"^ ® <^m) ne soit pas surjectif. On a 
donc L"^ (g) Wm =^ Ox dO, d'où le résultat. D 



Corollaire 2.1.22 Soit L un faisceau inversible sur X de degré sur chaque composante de Xi, 
et n > 1 un entier. Supposons que le OK-fnodule H^(X, L) soit de longueur > n, alors L\x^,^-, — 
T^\x ,, s avec i un entier convenable. 

Démonstration. Montrons par récurrence que, sous l'hypothèse du corollaire, pour tout n' (1 < 
n' < n), le Oi^-module H^(X^(„/_|_x\ i,L) est de longueur n'. Commençons par le cas où n' = 1. 
Regardons H^(Xi,L). D'après I2.1.10| ou bien ce O^-module est de longueur 1, ce qui équivaut à 
dire que L ~ Oxi, ou bien ce O/^f-module est nul. Dans ce cas, le morphisme naturel 

R\X,L) ^H^(Xi,L) 

n'est pas bijectif. Il existe donc un entier m > 1, tel que L\x,„ — UJm ( corollaire 12.1.21]) . par suite 
L\xi — ^m\xi — I\x pour i un entier convenable (on peut supposer < i < di). De plus, pour m un 
entier tel que 1 < m < ^"(2) — 1, le morphisme canonique Pic°(Xm) — ?• Pic°(Xi) est bijectif (|2.1.16p . 
il en résulte que L\x^ — '^\x^- Or -0(2) = V'(l)+t^i = 1 + di, et par définition , tUm = '^x/s(™'-D)|Xm, 
il existe donc un unique entier m tel que 1 < m < ^(2) — 1, et que L ~ ujm- Donc, en vertu de l2.1.2Ô| 
on trouve que le Oii:-module H^(X^(2)_i, L) est de longueur 1. Supposons maintenant l'assertion 
vérifiée pour 1 < n' — 1 < n. Sous l'hypothèse du lemme, le morphisme 

H {X,L)^îi (X^(„/)_i,L) 

n'est pas bijectif. Par suite, il existe un entier m > ip{n'), tel que L\x^ — uJm, par conséquent, 
L\x . ,, — ^x I pour < i < dn'- Or 0(n' + 1) = ip{n') + d^', on en déduit qu'il existe un unique 
entier m tel que 0(n') < m < ip{n' + 1) — 1, et que L|xm — ^m, en particulier, le Oi^'-module 
H^(X^/„/^i)_x, L) est de longueur n'. Ceci finit la récurrence, et le lemme en résulte aussitôt. D 

2.2 Etudes numériques. 

2.2.1 Gardons les notations de 12.1.131 En particulier, f : X' ^ S est le S'-modèle propre 
régulier minimal de X'j^ = Pic^ ,j^. D'après le théorème 3.8 de ^, il existe un morphisme de 
Oif-modules : 

Tx:îi\X,Ox)^ii\X',Ox') 
qui prolonge l'isomorphisme naturel sur la fibre générique. De plus, son noyau est la torsion de 
H^(X, Ox), et les Oi^'-modules ker(rx) et coker(rx) ont la même longueur. Par dualité, on obtient 
le morphisme suivant 

T^ : R\X',u;x'/s) ^ {B\X',Ox'))^ ^ {}î\X,Ox)f ^ îl%X,u;x/s)- 
Or il existe un isomorphisme canonique flojx'/s — ^ (|2.1.7p . d'où le morphisme canonique : 

T^:uc^ ïi'{X',LOx'/s) ^ ^'{X,ux/s) = f*^x/s- 
qui est injectif, mais avec un conoyau non trivial en général. 

2.2.2 On déduit d'abord de l'injectivité du morphisme r^ que lox/s contient f*uj, donc il existe 
un entier X ^ 0, tel que cox/s = f*'^ ®X~^. Comme f*0Jx/c = 'K~^^''^oj, on obtient que coker(T^) 
a pour longueur [x/d\- 
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Proposition 2.2.3 Gardons les notations ci-dessus. Alors 

X = d((l - l/d)) + A:o(l - 1//) + • • • + kr-i{l - l/p)) , (4) 

où les ki sont les entiers définis dans \2.1.17[ 



Démonstration. D'après I2.1.17| on a (t){mr) = 1 + /cq + • • • A;,—!, et à partir de n = m^, (t){n) = 
(j){n — 1) + 1 si et seulement si n — m^ est un multiple de d = d'p^ . En particulier, si l'on pose 
nij. = hd — a avec < a < d, on a (j){mj.) = 4>{hd). Posons M = ^ f^^Ox, et T C M son sous- 
faisceau de torsion. Notons L = M/T, qui est donc libre de rang 1 sur R. On a R^/* (Ox/tt^Ox) — 
K^ f^:{Ox„a) = M/vr^M. Donc pour n > h,la longueur de M/vr'^M croît de 1 avec n. C'est dire que 
T est annulé par tt^, et que i{M/-K^M) = i{T) + ^(L/vr^L), d'où 

(j){hd) = £{T) + h. (5) 

Or com = T~^^~^'"^^'\x est le fibre inversible trivial, et comme X\x est d'ordre d, il existe un 
entier a tel que x + "^r = Cid. D'où x = (a — h)d + a, et donc on a ^(T) = [x/d] =Oi — h. On déduit 
(en utilisant l'égalité (|5|)) que ^(T) = [x/d\ = a — h = (p{mr) — h. D'où a = (/){mr), et 

X = (j){mr)d — rur 
= {l + ko + --- + kr-i)d - (1 + kod' + ■■■ + kr-id'f-^) 
= d{{l- l/d)) + A;o(l - 1//) + • • • + kr-i{l - l/p)) . 

D 

Corollaire 2.2.4 Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) X/ S est cohoniologiquement plat (en dimension 0). 

(li) x<d. 

(m) rUr = 1. 

(iv) X\xi est d'ordre d. 
De plus, si ces conditions sont réalisées, on a x = d — l. 

Démonstration. Le 5-schéma X/S est cohomologiquement plat si et seulement si T = 0, i.e., si et 
seulement si i{T) = [x/d] = 0, ce qui équivaut à dire que x < d, d'où (i)<^(ii). L'équivalence de 
(iii) et (iv) résulte de la définition de nir. Par ailleurs, d'après l'égalité (J4|), x < d si et seulement si 
ko = ■ ■ ■ = kr-i = 0, par suite si et seulement si tuq = • • • = rUr = 1. La dernière assertion résulte 
directement de l'égalité (|4]) et (iii). D 

Remarque 2.2.5 Une fois que les conditions équivalentes ci-dessus soient réalisées, nous dirons que 
le torseur Xk est modérément ramifié ; sinon, on dira que Xk est sauvagement ramifié. Donc, en 
vertu de l2.1.14| si {d,p) = 1, le torseur Xk est automatiquement modéré. Mais la réciproque n'est 
pas vraie en général ( |1U] remarques 9.4.3 d)). 

3. Filtrations et comparaisons 

Pour tout n > 1 un entier, on a un morphisme canonique de groupes Pic (X) — )• Pic°(X„). On 
obtient ainsi une filtration sur les points à valeurs dans S du foncteur de Picard Pic^/^(5) = Pic°(X). 
D'autre part, le groupe J{S) des points à valeurs dans S de J est naturellement filtré par les 
puissances de tt (i.e. la filtration donnée par le morphisme canonique de groupes J{S) -^ J{Sn))- 
Le but de cette section est d'étudier le comportement de ces deux filtrations vis-à-vis du morphisme 
naturel de foncteurs q : Pic^/^ -^ J. Les résultats obtenus s'énoncent agréablement en terme de 
réalisations de Greenberg (|3.3.14p . 
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3.1 Structures pro-algébriques 

3.1.1 Dans cet article, on appelle un groupe pro- algébrique sur k un pro-objet dans la catégorie 
des /c-schénias en groupes de type fini. Donc, on n'adopte pas le point de vue de Serre (|13j) des 
groupes pro-algébriques, où l'on travaille à isogénie radicielle près. 

3.1.2 Soit n > 1 un entier. Considérons Gr(Pic^ ,g) la réalisation de Greenberg du foncteur 
de Picard Pic^ ,g (|1.3.2p . Le morphisme naturel de foncteurs Pic^ ig — > Pic^ ,g induit un 
morphisme de fe-schémas en groupes lisses a„ : Gr(Pic^ ,g) — )• Gr(Pic^ /^). On obtient ainsi 
un k-groupe pro-algébrique (au sens de I3.1.l|) {(Gr(Pic^ /5),On)}n>i- De plus, d'après le lemme 
suivant, qui découle de [6j et de l2.1.16| on sait que ce fc-groupe pro-algébrique est pro-lisse. 

Lemme 3.1.3 Gardons les notations précédentes. Alors, le morphisme an est un morphisme lisse 
et surjectif de k-groupes lisses connexes. De plus, ou bien an est un isomorphisme, auquel cas, on 
a (j){n -|- 1) = ipin), ou bien ker(a„) est un k-vectoriel de dimension 1, auquel cas on a (j){n -|- 1) = 
^{n) + 1. 

3.1.4 D'autre part, à partir du 5-schénia en groupes J/S, on peut construire un A;-groupe 
pro-algébriques pro-lisse {(Gr„(J),/3„)}„>i p.3.ip . Or pour chaque entier n > 1, le morphisme 
q : Pic^/_5 — >■ J induit un morphisme de foncteurs Pic^;^. Xs Sn — > J >^s Sn, d'où un morphisme de 
fc-groupes algébriques 

Gr(Pic^„,/5) ^ Gr„(J). 
En particulier, on obtient un morphisme de k-groupes pro-algébriques : 

{(Gr(Pic^^/5),a„)}„>i ^ {(Gr„(J),/3„)}„>i. 

En fait, on a un résultat plus précise (|3.3.14p . Pour le démontrer, il nous faut d'abord un résultat 
de théorie des intersections. 

3.2 Un résultat de théorie des intersections 

Proposition 3.2.1 Soient R un anneau de valuation discrète, Z/R un R-schéma lisse de type fini, 
à fibre spéciale Z_ irréductible, et notons ^ le point générique de de la fibre spéciale Z de Z .^ Soit M 
un faisceau cohérent de torsion sur Z. Supposons que M est de longueur £ en Ç. 

(1) Soit a G Z{S) une section de Z/S tel que a{S) ^ Supp(7W). Alors la longueur du R-module 
a* Ai est > i. En plus, il y a égalité si et seulement si le support de Ai en a{s) est contenu dans Z_, 
et si TM est de Cohen-Macaulay en a{s). 

(2) Supposons que le support schématique de A^x ^st un diviseur effectif non trivial Hk C Zk, 
notons H C Z son adhérence schématique dans Z (qui est un diviseur effectif relatif). Soit a : S —^ Z 
une section de Z/S avec a{s) G I^, telle que i{a* Ai) =1 + 1. Alors (a) TM est de Cohen-Macaulay 
en X ; (b) H est régulier en x ; (c) si l'on note (^ le point générique de la composante irréductible de 
H passant par a{s), alors A^ est de longueur 1 en C, ; (d) H et a{S) se coupent tranversalement en 
a{s). 

Pour la démontrer, on utilise le lemme suivant : 

Lemme 3.2.2 Soient Z = Spec{A) un schéma noethérien local régulier de dimension 2, 7W un Oz- 
module cohérent de torsion tel que Supp(A^) soit de dimension 1. Soient Hi, ■ ■ ■ , Hn les composantes 
irréductibles réduites de Supp(M). Notons Çj le point générique de Hi, et ii la longueur de AIç. sur 
Oz,ii ■ Soit enfin f (ï A qui fait partie d'un système régulier de paramètres de A, tel que Z\ := V{f) C 

2. D'une manière générale, pour Z un schéma sur un anneau de valuation discète, on désigne par Z_ sa fibre spéciale. 
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Z ne soit pas contenu dans Supp(M). Alors i{Ai/fA4) > X^"=i^i, avec égalité si et seulement si 
les conditions suivantes soient remplies : (i) Pour chaque i, le schéma Hi est régulier, et coupe 
transversalement Z\ dans Z ; (ii) Le Oz -module M est de Cohen-Macaulay. 

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Commençons par le cas où n = 1. Notons Ç = ^i 
le point générique de Supp(M), et i = ii la longueur de A4 en Ç. Donc, A4^ possède une filtration 
par des sous-O^^^-modules : 

= M^fi C >tç,i C • • • C M^/ = M^, 

où les quotients successifs sont isomorphes à A;(Ç). Définissons Mi comme l'image réciproque de M^^i 
par le morphisme canonique A4 — )■ À4^, on obtient ainsi une filtration de A4 : 

= A4o C Ail C ■■■ C AAi = A4, 

et donc une filtration de Ai/ fAA (remarquons que Ci := A4i/A4i-i est non nul, et il est sans 
composantes immergées dès que i > 2) : 

= Mo/fA4o C Mi/fA4i c • • • C Me/fA4e = A4/fM, 

où les quotients successifs sont isomorphes à Ci/fCi ^ 0. Par suite i{Ai/fA4) > i. De plus, 
i{Ai/fA4) = i, si et seulement si pour chaque i {1 < i < i), le O^-module Ci/fCi est de longueur 
1 sur Oz/fOz- Donc, il suffit de prouver que cette dernière condition équivaut à dire que Ci est 
de Cohen-Macaulay, à support schématique régulier coupant transversalement V{f) "^ Z. En effet, 
supposons Ann(Ci) = (gi) C A, et soit c € Ci tel que c ^ fCi, alors le morphisme Oz/giOz — ^ Ci 
donné par A i— )• Ac (où A G Oz est un relèvement de A dans Oz) est un isomorphisme. Par suite, 
Oz/{9iif) est de longueur 1 sur Oz/fOz- Donc Supp(Ci) = Supp(M)].ed est régulier, qui coupe 
transversalement V{f) ^-^ Z. Ceci finit la preuve dans le cas où n = 1. Supposons maintenant 
l'assertion vérifiée pour n — 1 > 1. Soit Al' C Aï formé des m G M, tel que Çj ^ Supp(m) pour 
chaque z > 2, et définissons Al" par la suite exacte suivante : 

^ Aï' ^ Aï ^ Aï" ^ 0. 

Alors Al" est sans composantes immergées, et est à support U"^2-^*- O^^ ^^ déduit la suite exacte 
suivante (car V{f) ^ Supp(AÏ)) : 

-^ M'/fM' -^ A4/M -^ M"/fM" -^ 0. 

Donc, on a i{A4/fM) = l{A4'/fAA') + l{AA"/fA4"). Le lemme en résulte aussitôt. D 

Démonstration de \3.2.1\ Posons x = a{s). Il existe des éléments /i, • • • , /^ de l'idéal maximal de 
Oz,x^ qui engendrent l'idéal maximal de Oz^x^ et tel que a{S) = V{fi,--- , fd) ^^ Z. Quitte à 
remplacer Z par son localisé en x := a{s), on peut supposer Z local de dimension d + 1. Le cas où 
d = est trivial, et le cas où d = 1 résulte directement du lemme [3.2.2l On suppose désormais d > 2, 
et on raisonne par récurrence sur d. Notons Zi "^ Z le sous-schéma fermé défini par l'équation 
/i = 0, Ail l'image réciproque de Aï sur Zi. Alors Zi est un schéma régulier local de dimension 
dim(Z) — 1. Notons Çi le point générique de Zi. Le morphisme a : 5 — )• Z se factorise à travers 
Zi M- Z, et on désigne par ai : S* — >■ Zi le morphisme ainsi obtenu. Pour démontrer la première 
assertion de (1), il suffit de vérifier que Ali est de longueur > £ en Çi. Pour cela, quitte à remplacer Z 
par son localisé en Çi, on est amené au cas où d = 1, d'où l'assertion (|3.2.2p . Supposons maintenant 
^(a*Al) = ^(a^Aïi) = i. Donc, en vertu de l'hypothèse de récurrence, ceci équivaut à dire que 
Aïi est de longueur i en Çi, et que Aïi est de Cohen-Macaulay, à support dans Zi. Autrement dit. 
Aï est de Cohen-Macaulay, et à support dans Z. D'où (1). Pour démontrer (2), comme c'est une 
question locale pour la topologie étale sur S, on peut supposer S strictement local, de sorte que le 
corps résiduel k{s) de S est un corps infini. Il en résulte que le corps résiduel k{x) de Z en x est 
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aussi infini. Comme k{x) est un corps infini, quitte à remplacer /i par /i + A/2 avec A G OJ^. un 
élément convenable, on peut supposer Zi ^ I^, de sort que Hi = H_r\Zi ^-> Zi est de codimension 1 
dans Zi (où Hi := H D Z\). Puisque 1{ol* M) = ^(a^Ali) = i+1, par l'iiypotlièse de récurrence, on 
a (i) Hij-cd est irréductible et régulier, de plus, ai (S) et Hi se coupent transversalement dans Zi ; 
(ii) A^i est de Cohen-Macaulay dans Zi, et si l'on note ^1 G Hi le point générique de Hi, alors A^i 
est de longueur 1 en Çi. Notons ensuite Z' le localisé de Z en Çi, et A4' l'image réciproque de A4 
par le morpliisme canonique Z' — t- Z, par suite Ai' /fiM' est de longueur 1 sur Oz'/fiOz'- Donc, 
le lemme [3.2.21 implique que H est régulier en d, coupant tranversalement Zi en d. De plus, A^ est 
de Cohen-Macaulay, à support contenu dans H en d- Par conséquent, ffi est réduit. Compte tenu 
de (i) ci-dessus, on en déduit que H est irréductible et régulier, coupant tranversalement Zi dans 
Z. Il reste à vérifier que Al est de Cohen-Macaulay. Par (ii), il suffit de prouver que A^ est sans 
composantes immergées. Notons Al' le plus grand qotient sans composantes immergées de A4, et 
définissons Af le sous-O^-module par la suite exacte suivante : 

O^AA^A^^X'^O. 

Alors le O^-module A4' satisfait les hypothèses de la proposition, donc, d'après ce qui précède, 
Al'//iA4' est de Cohen-Macaulay, avec i(a* Ai') = i + 1. On a ainsi une suite exacte 

-^ a*M -^ a* M -^ a* M' -^ 0. 

D'où a*Af = pour la raison de longueur. Par suite Af = 0. Ceci achève la preuve. D 

3.3 Comparaison de structures pro-algébriques 

3.3.1 Le but de cette sous-section est de démontrer que le morphisme canonique de foncteurs 
q : Pic^/g -^ J induit, pour chaque n > 1, un morphisme de /c-groupes algébriques lisses Qn '■ 
Gr(Pic^ ,g) — )• Gr„(J), rendant commutatif le diagramme évident. 

Soit n > 1 un entier. Il existe alors un morphisme de foncteurs Pic^ ig -^ J Xs Sn (où 
Sn = Spec(C'x/7r")), d'où un morphisme de fc-schémas en groupes lisses 

Gr(Pic^^^/5) ^ Gr„(J) (6) 

Puisque ip{n)<nd (j2.1.18p . il y a un morphisme canonique de /c-groupes algébriques lisses 

Gr(PicL./5) ^ Gr(Pic5,^^„,/,). 

Donc, pour démontrer l'assertion ci-dessus, il suffit de vérifier que le morphisme (j6|) ci-dessus se 
factorise à travers le morphisme canonique Gr(Pic^ ;^) — t- Gr(Pic^ ,g) : 

Gr(Pic^„,/5) -Gr„(J) 



Gr(Pic° ,^) 

D'autre part, comme le morphisme de fc-groupes algébriques Gr(Pic^ /^) — )> Gr(Pic^ i^) est à 

noyau lisse (13.1.3p . il suffit de le vérifier au niveau des /c-points rationnels (rappelons que k = k est 
algébriquement clos). Donc, on est amené à montrer que le morphisme canonique (sur les points 
à valeurs dans S) Pic^/^(5) = Pic°(X) — )• J{Sn) se factorise à travers le morphisme canonique 
de groupes abstraits Pic°(X) — )• Pic°{X^r^\) (on notera encore par g„ le morphisme de groupes 
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abstraits ainsi obtenu) : 



Pic°(X) -Pic°(X^(„)). 



J{S„ 



AS) 

On va établir cette factorisation à l'aide du foncteur de Picard rigidifié (rappelé dans 31]) • 

3.3.2 Dans la suite, on utilisera la notion de "dilatation" d'un schéma en groupes. Rappelons 
brièvement cette construction (3.2 de jT]). Soit R un anneau de valuation discrète de corps résiduel 
K, avec TT € R une uniformisante. Soient H/R un iî-schéma en groupes lisse de type fini, W ^^ H 
un sous-schéma en groupes lisse sur k. Notons J' l'idéal de définition de W ^^ H. Posons Jilw{H) 
l'éclatement de H le long du centre W ^^ H. Alors, par définition ([T] 3.2), la dilatation de H le long 
du centre VF '^ iï^ est le plus grand ouvert H' C BI\y{H) tel que l'idéal JOh' C Oh' soit engendré 
par TT. D'après [ï] 3.2/3, H' est un i?-schéma en groupes lisse, vérifiant la propriété universelle 
suivante ([T] 3.2/1) : soient Z/ R un iî-schéma plat, et v : Z —^ H un morphisme de i2-schémas tel 
que sa fibre spéciale v:Z_^H_se factorise à travers W ^^ H_, alors il y existe un unique morphisme 
v' : Z —?■ H' rendant commutatif le diagramme évident. 



3.3.3 On va utiliser les notations suivantes. Pour n < m deux entiers G Z>o U {oo}, notons 
pi"-»"! le noyau du morphisme canonique de foncteurs Pic^ /g — > Pic^ ig. Ici, par convention, on 
note Xoo 
Pour faciliter les notations, posons 

Pf.i := Pf°'" 



X, et Pic^ ,g = {0} (l'objet final de la catégorie des faisceaux abéliens fppf sur 5). 



pH ._ p[n,oo] ^ kgr(pic 



x/s 



PlCx„/5)' 



PlCx„/5- 



Pour chaque entier n > 1, on définit par récurrence un 5-schéma en groupes lisse J^"' comme 
la dilatation (|3.3.2p de j["~^] le long de l'élément neutre de J^"'~^' (ici, J'-^' := J). En vertu de 
la propriété universelle des dilatations (3.2/1 de [T]), pour chaque n G Z>o, on a la suite exacte 
suivante : 

0^ j["l(5) ^ J{S) ^ J{Sn) 

D'où un diagramme commutatif à lignes exactes : 



0. 



0- 



J{S) 



J{Sn) 



0- 



jM(5) 



j[n-l](^) J{S) J{Sn-l) 



•0 



-^0 



Par conséquent, le morphisme canonique de groupes abstraits 

j["-il(5i) ^ coker(jM(5) ^ A''-^\S)) -^ ker(J(5„) ^ J{Sn-i)) 
est un isomorphisme. 



(7) 



3.3.4 Fixons une fois pour toutes un rigidificateur Y ^^ X pour le foncteur de Picard relatif 
Picw5 p. 1.3p . et pour simplifier les notations, désignons par G = (Picw^, y)° la composante neutre 
du foncteur de Picard relatif de X/S, rigidifié le long Y/ S (jl.l.Sp . et par J la composante neutre 
du 5'-modèle de Néron de Pic^ /^. D'après la proposition 3.2 de |7j, G est représentable par un 
5'-schéma en groupes lisse séparé. Considérons le morphisme canonique de S'-schémas en groupes 
r : G = (Picx/s,^)° ~^ Pi^x/5 (rappelé dans §1.1. 7p . qui est surjectif pour la topologie étale. 
Comme S est strictement local, le morphisme r induit une surjection sur les 5-points (encore noté 
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par r) : 

r:G{S) ^Pic°(X). 



Notons N = ker(rii-) l'adhérence schématique de ker(rii') C Gk dans G. C'est un S'-schéma en 
groupes plat de type fini, qui est aussi le noyau du morphisme canonique 9 : G —^ J {= composé 
de r : G — )• Pic^/^ et de l'épimorphisme fppf Pic^/^ — > J). On fixe aussi £ un faisceau de Poincaré 
(rigidifié) sur X x G. Pour chaque n € Z>i, notons 

r„:G(5)^Pic°(X)^Pic°(X„) 

le morphisme canonique de groupes abstraits, qui est donné par e G G{S) >-^ ^e\x„ £ Pic°(^n)) où 

3.3.5 Notons 

Pc : X xs G ^ G 

la projection de X Xg G sur le deuxième facteur. Considérons IlpG,*2,. C'est un complexe parfait 
d'amplitude parfaite contenue dans [0, 1]. Donc, localement pour la topologie Zariski de G, JlpG,*'P 
peut se représenter par un complexe 



0, 1) des Ofj-modules localement libres de même rang. Or pour L un faisceau inversible 
de degré sur Xk, H^ {Xk, L) ^ Osi et seulement si L ~ Ox^ ■ Par suite, det(n) ^ 0, et le morphisme 
u : J-^ — )• J-"^ est injectif. Notons Ai := Ii^pG,*S. = coker(u). C'est donc un Oc-module de torsion, 
qui possède une résolution de longueur 1 par des OG-modules localement libres. En particulier, le 
Oc-module A4 est de Cohen-Macaulay, à support Supp(A^) C A^ U G (comme ensemble). 

3.3.6 Notons Ç € G le point générique de G, et i la longueur de Oc^ç-module M^. Alors 1 = 0. 
Pour le montrer, on raisonne par l'absurde. Supposons ê > 1. Soit e € G{S) une section de G, 
et notons C^ = (idx x e)*£- En vertu de 13.2. H le Oi^'-module R^{X,Ce) ~ e*M est de longueur 
> i > 1. D'après I2.1.22( ceci équivaut à dire que Cs\xi — ^^\xi avec i un entier convenable. Il en 
résulte que le morphisme surjectif de groupes 

n : G(5) ^ Pic°(Xi), e^£e|xi 

est à image finie. Mais Ok est à corps résiduel algébriquement clos, en particulier, Pic°(Xi) ~ 
Pic^ /fc(^) ^^t un groupe infini, d'où une contradiction, et l'assertion en résulte aussitôt. On en 
déduit que le support (comme ensemble) du Oc-niodule Ai est le fermé A'^ de G. 

3.3.7 Commençons par comparer le premier cran des filtrations. Puisque Xi/S est définissable 
sur son point fermé, son foncteur de Picard Pic^ ,g l'est aussi. Donc, par adjonction, le morphisme 
de foncteurs ri : G — )• Ph] correspond à un morphisme de groupes algébriques sur le point fermé s 
de S : 

Ii:G^P[l]=Pic3,^/„ 

rendant le diagramme suivant commutatif : 

G — - Pic^/5 — - P[i] = ^*lm . 



i*G 
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Soit X E G{k) un point fermé de G, et e € G{S) un relèvement de x. Notons C^ = (idx x e)*£- C'est 
un faisceau inversible rigidifié sur X. Alors e(s) G iV si et seulement si le O^^'-module H^(X, /^e) est 
de longeur > 1 (j3.2.ip . De plus, cette dernière condition, en vertu du lemme [2.1.22| revient à dire 
que C^lxi — I^\xi avec i un entier convenable. Notons Z la fermeture schématique des x € G{k) 
qui admettent un relèvement e tel que Celxi — Ox-i- Par continuité et connexité, Z est donc une 
réunion de composantes irréductibles de iVj.^^. Si l'on note G^^^ — > G la dilatation de G, de centre 
Z G G. Par définition de Z, on a une suite exacte de A;-schémas en groupes lisses : 

0-^ Z -^G^ Picxi/fe ^ 0- 
D'où la suite exacte suivante, en vertu de la propriété universelle des dilatations (3.2/1, |T]) : 

-^ gW (5) -^ GiS) -^ Pic°(Xi) ^ 0. (8) 

3.3.8 Regardons ensuite le morphisme 6 : G ^ J. Notons G^'^' la dilatation de G le long du 
centre iVred — kei'(^) , ^-> G. La propriété universelle des dilatations (3.2/1 de jT]) entraîne que la 
suite suivante est exacte 

O^gW'(S) ^G(S) ^ J(5i)^0. (9) 

Comme Z C N_j.cd est un sous-groupe ouvert, G^^' est un sous-groupe ouvert de G^^' . Compte tenu 
des suites exactes ([5| (|ïï|), on obtient un morphisme de groupes qi : Pic°(Xi) — > J(Si), rendant le 
carré suivant commutatif : 

Pic°(X) ^Pic°(Xi) 

J{S) ^J{Si) 

Le morphisme de groupes abstraits qi est surjectif, de noyau engendré par I\xi £ Pic(-'^i) (12.1.22p . 

3.3.9 Passons au deuxième cran des filtrations. Notons A4^^' (resp. M^^' ) l'image réciproque 
de Ad sur G^^' (resp. sur G^^> ) via le morphisme G^'^' -^ G (resp. via le morphisme G^'^' — > G). 
Notons N"' (resp. N^^' ) l'adhérence schématique de Nk ^-> GjJ = Gk dans G^^' (resp. dans G^^^ ). 
Alors TWl^l (resp. AA}^^ ) est un faisceau cohérent de torsion à support dans N'^^^ U GJ^ (resp. dans 
]\[W uGW_). De plus, d'après la propriété universelle des dilatations (3.2/1 de [ï]), le morphisme 
composé GI"*^] -^ g ^ J (resp. G^^' -^ G ^ J) se factorise à travers M^' -^ J . On désigne par 
5)[i] : qW -^ j[i] (resp. 6^^^' : GI-^1' -^ J^-^^) le morphisme ainsi obtenu. 

Lemme 3.3.10 Gardons les notations ci-dessus. 

(i) Soit ^[ un point générique de G}^, alors le Oq[iy ^, module Adl, est de longeur 1. 

(ii) Le schéma N est normal. 

(m) Le morphisme 6^^' induit une surjection G^^'{S) -^ J^^'{S). En particulier, 6^^' : G^^' — ?• j'^^ 
est un morphisme fidèlement plat, et ker(0[^]) = N^^'. 

Démonstration. Remarquons d'abord que l'on a un diagramme commutatif à lignes exactes : 

GW (S) G{S) Pic°(Xi) . 



P[i''^(2)] (5) ^ pj^(2)] {S) P[i] (S) 

On en déduit que le morphisme G^^'{S) — > P^^'^^'^''{S) est surjectif, car le morphisme G{S) — )• 
PfV'(2)l('S') l'est. De plus, d'après [2. 1.141 le groupe P^^'^^'^"{S) est un Cj^-module de longueur 1. Donc 
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il est un groupe infini. Par suite, le niorphisme composé G'^^^ (S) — ?• G{S) — > P[^(2)](5') = Pic°(X^(2)) 
est à image infinie (rappelons que G^^' est un sous-groupe ouvert de G^^' ). Pour montrer (i), on 
raisonne par l'absurde. Notons £i la longueur du Oq[i]i t, -module Ail, . Par définition de G^^' , on 

a £i > 1. Supposons ii > 2. Soit e G G^^' {S) une section de G^^' , avec Ce le faisceau inversible 
rigidifié sur X associé, telle que e{s) G {^[} C G^^' . En vertu de la proposition 13.2.1] le Oj^-module 
e*7\/l[i]' ~ R^{X,Ce) est de longueur > h > 2. Donc, d'après [2X221 on a Celx^^^) - ^1^^,(2) ^vec 
i un entier convenable. Comme G^^' /S est un 5-schéma en groupes lisse de type fini, on en déduit 
que le morphisme G^^' (S) — > Pr^(2)i(5') = Pic°(X^(2)) est à image finie. D'où une contradiction, 
et ceci achève la preuve de (i). L'assertion (ii) est un corollaire de (i), en vertu de 13.2.11 (2). Pour 
démontrer (iii), rappelons que le morphisme composé G {S) — > Pic°(X) — >• J{S) est surjectif (|1.2.3p . 
Puisque G^'^' est la dilatation de G le long de iVred' ^^ surjectivité de la dernière flèche implique la 
surjectivité de G^^' {S) -^ J^^'{S). Puisque G^^' C G^'^' est un sous-groupe ouvert, à fibre spéciale 
non vide, le groupe abstrait G^^' {S)/G^^'{S) est un groupe fini. Par suite, en vertu de 9.2/6 de |I], 
6^^' induit aussi une surjection G'-^\S) -^ J^^'{S). En particulier, 6^^> est un morphisme fidèlement 
plat, et on a ker{e^^^) = N^^l D 

3.3.11 Considérons le morphisme composé 

/?2 : G[i] (S) —^ P[il {S) P[i'^(2)] (5)_ 

qui est surjectif. Puisque ^(2)<2d, le morphisme de foncteurs G'-^' — )■ P[i/)(2)] définit un morphisme 
de A:-schémas en groupes Gt2{G^^') -^ Gr(Pr^(2)l)- Montrons d'abord que ce dernier morphisme se 
factorise à travers le morphisme canonique de /c-groupes algébriques Gr2(G'^^) -^ G^'^' = Gri(G^^'). 
Puisque le morphisme Gr2(G[^l) — >■ G^^' est à noyau lisse sur k, il suffit de le vérifier au niveau des 
fc-points rationnels. Soit e G G^^'{S), avec /I^ le faisceau inversible (rigidifié) sur X correspondant, 
tel que e{s) est l'élément neutre de ÇW. En vertu de l3.3.10l (1) et de lHXT] le O/^-module e*M^^'^ ~ 
H^(X, vCg) est de longueur > 1. Donc, par l2.1.2"2l on a ^Celx^,^, — Z*|xj,(2) pour i un entier convenable. 
D'autre part, comme le noyau du morphisme (de /c-groupes algébriques) Gr2(G^^') -^ G^^' est connexe 
(|1.3.ip . on a forcément £^1x^(2) — ^x^m- D'où l'assertion, et on désigne par (^2 : G}^' -^ Gr(P[^(2)]) 
le morphisme de /c-groupes algébriques ainsi obtenu. Notons ensuite Z := ker(/32)rcd '^^ GJ^. Alors 
le même raisonnement implique que Z est une réunion de composantes connexes de iVJ^j.g^. 

3.3.12 Définissons G'-'^' (resp. G'-'^' ) comme la dilatation de G^^' le long du sous-groupe fermé 
lisse Z de G>-^' (resp. le long de iVW_j,gj ^-> Gj^), et notons a^^' le morphisme composé G'-'^' — )• G^^' — > 
G. D'après 3.2/3 de jT], G'-'^' est un S-schéma en groupes lisse, et on a une suite exacte : 

^ G[21 {S) -^ G[i] (S) -^ p[i''^(2)] ^g^ ^ Q ^^Q) 

D'autre part, on a une suite exacte de groupes abstraits 

^ G[21'(5) ^ gW(5) ^ jW(Si) ^ 0. 

Comme Z C N^^' est un sous-schéma en groupes ouvert, G'-'^' C G'-'^' est un sous-groupe ouvert. On 
obtient donc un morphisme pi^^'^^'^'i (^S) — )• J^^'{Si) rendant le diagramme suivant commutatif : 

G^^^S) -p[i'^(2)](^) 

jW(5i) 
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Comme tenu de l'isomorphisme (j7|, on obtient un morphisme canonique de groupes abstraits 

p[iM2)]^S) -^ ker(J(52) ^ J{Si)). 
En particulier, le morphisme canonique de groupes Pic°(X) — )■ J{S2) se factorise à travers P[^(2)] (S) 

Pic°(X) ^Pic°(X^(2)). 
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J{S) J(52) 

De plus, d'après [2.1.22| le noyau du morphisme surjectif de groupes 52 : Pic°(^^(2)) — ^ JiS2) est 
engendré par I\x,pç2) ^ Pic°(-'^V(2))- 

3.3.13 Le cas général se fait par récurrence sur n, en appliquant la même procédure (|3.3.9< - 
13.3.12p . Finalement, on obtient le théorème suivant : 

Théorème 3.3.14 Gardons les notations ci-dessus. Alors, pour chaque n > 1, le morphisme de 
joncteurs q : Pic^/^^ —^ J induit un morphisme de k-schéma en groupes qn : Gr{P^f^\) — t- Gr„(J), 
qui est une isogénie. De plus, ker(g„)(A;) = {I^\x^,„-. '■ i G Z } C Gr(Pr^(„)i)(A;) ~ Pic°(X^(„)). 

Remarque 3.3.15 Posons G'-^' = G, 6'-^' = 9 : G ^ J. Défnissons par récurrence, pour chaque 
entier n > 0, un 5'-schéma en groupes lisse G'-^' , et un morphisme fidèlement plat de 5-schémas en 
groupes ^["1 : G'-^' — > J^"'' de la manière suivante : supposons n > 1 et que l'on a construit G'-'^^^' 
et é'I'^-^l' : Gt'^-il' -^ j["-il. Puisque éll"-^]' est fidèlement plat, son noyau A^I"-!]' = ker(6l["-i]') est 
un S-schéma en groupes plat sur S. Puis on définit G^'"'' comme la dilatation de G'-'^~^' le long de 
N—Z—red '^ G'-^~^' . D'après 13.3.21 G'-'^' est un S'-schéma en groupes lisse. En vertu de la propriété 
universelle des dilatations ([Ij 3.2/1), le morphisme 0^"~^l induit un morphisme de 5'-schéma en 
groupes ^t"! : G^"'' — )• jl"!, qui est aussi fidèlement plat (|3.3.10l (iii)). Ceci finit la construction. 
Notons A^^"' = ker(0'"J ). Alors, la preuve du théorème 13.3.141 (notamment 13.3.101 (ii)) montre aussi 
que le schéma N^"^' est normal. De plus, on peut vérifier que le schéma N^"^' est lisse sur S pour les 
entiers n assez grands. 
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